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RESUMEN. Estudiamos la teor´ıa de la representacio´n (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) en
la base de helicidad de los espinores correspondientes. Como mencionaron
Berestetski˘ı, Lifshitz y Pitaevski˘ı, los autoestados de helicidad no son los au-
toestados de paridad. Se discuten relaciones con la teor´ıa cua´ntica de campos
del tipo de Gelfand, Tsetlin y Sokolik. Finalmente, se propone una nueva
forma del operador de paridad, el cual conmuta con el Hamiltoniano.
Recientemente, generalizamos la ecuacio´n de Dirac [1–4] y el formalismo de Bargmann y
Wigner [5]. En base a esto propusimos un conjunto de 12 ecuaciones para un campo tensorial
antisime´trico de segundo rango. Algunas de ellas llevan a transiciones con rompimiento de
paridad. En mi platica voy a presentar un estudio de to´picos que se relacionan con los
trabajos anteriores. ¿ Co´mo debe transferirse de base esta´ndar a la base de helicidad en la
teor´ıa de Dirac?
Es bien conocido que el operador Sˆ3 = σ3/2 ⊗ I2 no conmuta con el Hamiltoniano de
Dirac si el 3-momento no esta´ alineado con el tercer eje (usamos expansio´n de la funcio´n de
campo en ondas planas):
[Hˆ, Sˆ3]− = (γ0γk ×∇i)3 (1)
Adema´s, Berestetski˘ı, Lifshitz y Pitaevsk˘ı notaron que [6] “... el momento orbital angular l
y el espin s de una part´ıcula en movimiento no se conservan por separado. Unicamente el
momento angular total j = l+ s se conserva. Por eso, la componente del esp´ın en cualquier
direccio´n fija (tomada a lo largo del eje z), tampoco se conserva, y no puede elegirse para
enumerar los estados de polarizacio´n (esp´ın) de una part´ıcula en movimiento.” Lo mismo
declaro´ Novozhilov en su libro [7]. De otro modo, el operador de helicidad σ · p̂/2 ⊗ I,
p̂ = p/|p| conmuta con el Hamiltoniano (ma´s precisamente, el conmutador es igual a cero
cuando actu´a sobre las soluciones de onda plana de una part´ıcula).
A pesar de ello, la gente utiliza la base construida con 4-espinores tales que son auto-































∗Ponencia plenaria en la 8a Reunio´n Nacional Academica de F´ısica y Matematicas, 12-16 de Mayo
del 2003,ESFM-IPN, Me´xico, D. F.
Por otra parte, la base de helicidad no ha sido bien estudiada y tampoco es muy usual (ve´ase
sin embargo [7–9]).















































p± = E ± pz, pr,l = px ± ipy. Que son los autoestados de paridad con autovalores ±1. (Se





en el operador de paridad).




σ · p̂ = 1
2
(
cos θ sin θe−iφ
sin θe+iφ − cos θ
)
(4)
























para los auto-valores ±1/2, respectivamente.
Empezamos de la ecuacio´n de Klein y Gordon generalizada para descripcio´n de las
part´ıculas de esp´ın 1/2 (i. e., dos grados de libertad); c = h¯ = 1:1
(E + σ · p)(E − σ · p)φ = m2φ . (6)
E´sta puede interpretarse como un conjunto de dos ecuaciones de primer grado para 2-
espinores. Al mismo tiempo, observamos que estos u´ltimos pueden elegirse como auto-
estados del operador de helicidad que se encuentra, de hecho, en (6):2
(E − (σ · p))φ↑ = (E − p)φ↑ = mχ↑ , (7a)
(E + (σ · p))χ↑ = (E + p)χ↑ = mφ↑ , (7b)
(E − (σ · p))φ↓ = (E + p)φ↓ = mχ↓ , (7c)
(E + (σ · p))χ↓ = (E − p)χ↓ = mφ↓ . (7d)
1El metodo presentado es gracias a van der Waerden y Sakurai. Recientemente ha sido usado por
A. Gersten y V. Dvoeglazov.
2Esta tesis es contraria a la eleccio´n de la base (2), en cual los 4-espinores son autoestados del
operador paridad.
Cuando los φ espinores han sido definidos por la ecuacio´n (5) podemos construir los corre-































































donde se ha normalizado a la unidad (±1)):4
u¯λuλ′ = δλλ′ , v¯λvλ′ = −δλλ′ , (10a)
u¯λvλ′ = 0 = v¯λuλ′ (10b)
Se puede probar que la matr´ız






es la matr´ız que se usa en el operador de paridad tanto en la base de helicidad como en la
base original de la teor´ıa de Dirac. De hecho, los 4-espinores (9a,9b) satisfen la ecuacio´n de
Dirac en la representacio´n espinorial de las matrices γ (ve´ase directamente de (6)). Por eso,
la funcio´n transformada bajo paridad Ψ′(t,−x) = PΨ(t,x) tiene que satisfer la ecuacio´n
siguiente
[iγµ∂′µ −m]Ψ′(t,−x) = 0 , (12)
con ∂′µ = (∂/∂t,−∇i). Esto es posible solo cuando P−1γ0P = γ0 y P−1γiP = −γi. La
matr´ız (11) satisfase los mismos requerimientos, que en los libros de texto.
3Se puede tambie´n intentar construir otro esquema diferente de la teor´ıa de Dirac. Los 4-espinores
podr´ıan ser considerados no como autoespinores del operador de helicidad en el espacio de repre-
sentacio´n (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2), cf. [2]. Podr´ıan ser los auto-estados del operador de helicidad quiral,
que fue introducido en [2a]. En este caso, en lugar de las ecuaciones de Dirac las ecuaciones en el
espacio de momentos pueden escribirse (cf. [2c], [3])
pµγ
µU↑ −mU↓ = 0 , (8a)
pµγ
µU↓ −mU↑ = 0 , (8b)
pµγ
µV↑ +mV↓ = 0 , (8c)
pµγ
µV↓ +mV↑ = 0 . (8d)






4Claro, que no existen ningunos dificultades cambiar la normalizacio´n a ±m, que puede ser ma´s
conveniente para el estudio del l´ımite sin masa.
















con las propiedades conocidas P+ + P− = 1 y P 2± = P±. Ya conocidos podemos expandir
los 4-espinores definidos en la base (2) como una combinacio´n lineal de los 4-espinores en la
base de helicidad:
uσ(p) = Aσλuλ(p) +Bσλvλ(p) , (14a)
vσ(p) = Cσλuλ(p) +Dσλvλ(p) . (14b)
Multiplicando las ecuaciones por u¯λ′ , v¯λ′ y utilizando las condiciones de normalizacio´n,
obtenemos Aσλ = Dσλ = u¯λuσ, Bσλ = Cσλ = −v¯λuσ. Entonces, la matr´ız de transformacio´n















Ni A ni B son unitarias:
A = (a++ + a+−)(σµa
µ) + (−a−+ + a−−)(σµaµ)σ3 , (16a)
B = (−a++ + a+−)(σµaµ) + (a−+ + a−−)(σµaµ)σ3 , (16b)
donde
a0 = −i cos(θ/2) sin(φ/2) ∈ ℑm, a1 = sin(θ/2) cos(φ/2) ∈ ℜe , (17a)




























Sin embargo, A†A + B†B = 11, que lleva a la conclusio´n de que la matr´ız de 4 × 4 U es
unitaria. Esta matr´ız actu´a a los ı´ndices de esp´ın (σ,λ), no a los indices espinoriales. La
transformacio´n tambie´n se presenta en la siguiente forma:
uασ = [Aσλ ⊗ Iαβ +Bσλ ⊗ γ5αβ]uβλ , (19a)
vασ = [Aσλ ⊗ Iαβ +Bσλ ⊗ γ5αβ]vβλ . (19b)
Vamos a investigar las propiedades de los 4-espinores en base de helicidad con respecto
a las operaciones de simetrias discretas P,C y T . Se espera que λ → −λ con respecto a
la paridad P , como dicen Berestetski˘ı, Lifshitz y Pitaevski˘ı [6].5 Para p tenemos p → −p
(lo que implica en un sistema de coordenadas esfe´ricas que los a´ngulos cambian segu´n θ →
pi − θ, ϕ → pi + ϕ) y los 2-autoespinores de helicidad transforman en la siguiente manera:
φ↑↓ ⇒ −iφ↓↑, ve´ase [11]. Entonces,
Pu↑(−p) = −iu↓(p) , P v↑(−p) = +iv↓(p) , (20a)
Pu↓(−p) = −iu↑(p) , P v↓(−p) = +iv↑(p) . (20b)
Concluimos que: en un nivel cla´sico, observamos que los 4-espinores de helicidad transforman
a los 4-espinores de helicidad opuesta.
Con respecto a la operacio´n de conjugacio´n de carga:







Cu↑(p) = −v↓(p) , Cv↑(p) = +u↓(p) , (22a)
Cu↓(p) = +v↑(p) , Cv↓(p) = −u↑(p) , (22b)
gracias a las propiedades del operador de Wigner Θφ∗↑ = −φ↓ y Θφ∗↓ = φ↑. En el caso de la
operacio´n CP (y PC) obtenemos:
CPu↑(−p) = −PCu↑(−p) = +iv↑(p) , (23a)
CPu↓(−p) = −PCu↓(−p) = −iv↓(p) , (23b)
CPv↑(−p) = −PCv↑(−p) = +iu↑(p) , (23c)
CPv↓(−p) = −PCv↓(−p) = −iu↓(p) . (23d)
Conclusiones similares tambie´n pueden ser figuradas en el espacio de Fock. Definimos el
























































5De hecho, si x → −x, entonces el vector p → −p, pero el pseudovector S → S, que implica la
declaracio´n arriba.
6Los unicos cambios posibles pueden ser relacionados con formas diferentes de normalizacio´n de
los 4-espinores, los cuales contribuyen un factor adicional de la funcio´n δ.






†(xµ) y el operador anti-unitario




), entonces es fa´cil obtener las transfor-




















λ(p)|0 >= UPa†λU−1P |0 >= ia†−λ(−p)|0 >= i| − p,−λ >+ , (27a)
UP b
†










+λ|p,−λ >− , (28a)
UCb
†






−λ|p,−λ >+ . (28b)
Finalmente, para la operacio´n CP obtenemos:
UPUCa
†






= i(−1) 12+λb†λ(−p)|0 >= i(−1)
1
2
+λ| − p, λ >− , (29a)
UPUCb
†






= i(−1) 12−λa†λ(−p)|0 >= i(−1)
1
2
−λ| − p, λ >+ , (29b)
lo que significa que las operaciones P y C anticonmutan en el caso de la representacio´n
(1
2
, 0)⊕ (0, 1
2
), lo cua´l es opuesto a la teor´ıa basada en 4-espinores, auto-estados de helicidad
quiral (cf. [3]).
Debido a que VT es un operador anti-unitario, hay que tomar cuenta que en este caso los








†V −1T ] . (30)















Adema´s, observamos que la respuesta a la pregunta de si una part´ıcula y su antipart´ıcula
tienen paridades iguales u opuestas paridades, depende de un factor de fase segu´n la siguiente
expresio´n:





de manera que se satisfagan las condiciones T−1γT0 T = γ0, T
−1γTi T =
γi y T




























































Como se ve, si α = pi/2 obtenemos las paridades opuestas de los operadores de creacio´n y
aniquilacio´n para part´ıculas y anti-part´ıculas:
UPaλU
−1
P = +a−λ(−p) , (35a)
UP bλU
−1
P = −b−λ(−p) . (35b)
Sin embargo, diferencia con el caso de Dirac sigue existiendo (λ transforma a −λ). Como
conclusio´n, vemos que la cuestio´n de paridades relativas intr´ınsecas iguales (opuestas) esta´
relacionada con el factor de fase en la ecuacio´n (32). Recue´rdese que en cierto sentido
tenemos una situacio´n parecida en la construccio´n del operador de campo para neutrinos
(cf. con el factor de fase de Goldhaber y Kayser).
Finalmente, busquemos la forma expl´ıcita del operador de paridad UP . Probaremos que el
conmuta con el Hamiltoniano. Vamos utilizar el me´todo presentado en [15, §10.2-10.3]. E´ste















psbps]. Utilizando la identidad
eAˆBˆe−Aˆ = Bˆ + [Aˆ, Bˆ]− +
1
2!
[Aˆ, [Aˆ, Bˆ]] + . . . (36)
y [Aˆ, BˆCˆ]− = [Aˆ, Bˆ]+Cˆ − Bˆ[Aˆ, Cˆ]+ se puede fijar los parametros α, β, γ de tal manera que
se satisfaga el requerimiento f´ısico de que las part´ıculas de Dirac tengan paridades opuestas.
En nuestro caso, necesitamos satisfacer (26a), i.e., el operador tiene que invertir no solo
el signo del momento, sino tambie´n el signo de la helicidad. Esto puede hacerse proponiendo







[a†λ(p)a−λ(−p) + b†λ(p)b−λ(−p)] . (37)
Como puede comprobarse directamente, las ecuaciones (26a) se satisfacen si α = pi/2. Hay












a(p, s)†a(p˜, s) + b(p, s)†b(p˜, s)−
−a(p, s)†a(p, s) + d(p, s)†b(p, s)
)]
, (10.69) del trabajo [15] (38)









[a†λ(k)aλ(k)− bλ(k)b†λ(k)] , (39)
i.e.
[UP ,H]− = 0 . (40)
Por cierto, podemos intentar escoger otros conjuntos adema´s de las relaciones de con-
mutacio´n [2b,3] (por ejemplo, considerando caso del conjunto de estados bi-ortonormales),
lo que dejo para las publicaciones futuras.
Finalmente, ya que mis trabajos recientes esta´n relacionados con lo que se llama “la
teor´ıa cua´ntica de campos del tipo de Bargmann, Wightman y Wigner”, quisiera tomar la
oportunidad para sen˜alar algunos errores en la interpretacio´n de varios autores. Este tipo
de teor´ıas ha sido propuesto por primera vez por Gel’fand y Tsetlin [16a]; de hecho, esta´n
basadas en la representacio´n del grupo de inversio´n de dimensio´n 2. Es aplicable cuando uno
quiere construir una teor´ıa en la que C y P anticonmutan. Gel’fand, Tsetlin y Sokolik indi-
caron la posibilidad de aplicarla a la descripcio´n del conjunto de K-mesones y especularon
sobre relaciones con el resultado de Lee e Yang. La conmutatividad/anticonmutatividad de
las operaciones de simetr´ıas discretas ha sido investigada, tambie´n, por Foldy y Nigam [17].
Se han discutido posibles relaciones en [16b] y en los trabajos posteriores de Sokolik de
la construccio´n de Gel’fand y Tsetlin con la representacio´nes del grupo de anti-deSitter
SO(3, 2) y con la teor´ıa de la relatividad general (incluyendo las transformaciones continuas
y discretas). E. Wigner [18] presento´ los resultados en la Escuela de Istanbul de F´ısica
Teo´rica en 1962. Ma´s tarde, Fushchich discutio´ las correspopndientes ecuaciones de onda.
Finalmente, en el trabajo [19] los autores se refirieron a la teor´ıa, en la que un boso´n y su
anti-boso´n tienen paridades intr´ınsecas opuestas como en “la teor´ıa del tipo de Bargmann-
Wightman-Wigner”. Actualmente, dicha teor´ıa representa una generalizacio´n de tipo de
8Greiner utilizo´ las siguientes relaciones
de conmutacio´n
[





b(p, s), b†(p′, s′)
]
+
= δ3(p − p′)δss′ . Se debe notar que
la forma de Greiner del operador de paridad no es u´nica. Itzykson y Zuber [14] propusieron otra,
que difiere de (10.69) del trabajo [15] por varios factores de fase. Para buscar las relaciones entre
estas dos formas de operadores de paridad se debe aplicar una rotacio´n adicional en el espacio de
Fock.
Dirac (!) de la teor´ıa de Weinberg con 2(2J + 1) componentes para el esp´ın 1. Se ha ex-
puesta anteriormente por Sankaranarayanan y Good en el trabajo de 1965, ref. [20]. En
el art´ıculo [19b] (y en las preimpresiones antecedentes del IF-UNAM de 1994) yo presente´
una teor´ıa basada en un conjunto de ecuaciones del tipo de Weinberg, cada uno para la
funcio´n de campo con 6 componentes (que he nombrado los como “dubletos de Weinberg”).
Se ha propuesto en Ref. [2b,2c,3] la teor´ıa en la representacio´n (1
2
, 0)⊕ (0, 1
2
), basada en los
4-autoespinores de helicidad quiral. Se han descubierto relaciones con la consideracio´n de
Foldy y Nigam. Se han obtenido las ecuaciones correspondientes en [3] y otros art´ıculos. Sin
embargo, posteriormente encontramos art´ıculos de Ziino y Barut [1] entre otros, que tambie´n
tienen relaciones con la cuestio´n en discusio´n. La teor´ıa similar se construye si definimos los






























Conclusiones de mi platica:




), las funciones de campo de la repre-
sentacio´n (1
2
, 0)⊕ (0, 1
2
) en base de helicidad no son autoestados del operador paridad;
|p, λ >⇒ |−p,−λ > tanto a nivel cla´sico como a nivel cua´ntico. Esto esta´ de acuerdo
con la consideracio´n anterior de Berestetski˘ı, Lifshitz y Pitaevski˘ı.
• Las funciones de campo en la base de helicidad satisfacen la ecuacio´n ordinaria de
Dirac, estando las γ’s en la representacio´n espinorial. Mientras tanto, las funciones de
campo en la base de helicidad quiral satisfacen las ecuaciones de la forma pˆΨ1−mΨ2 =
0.
• Las funciones de campo en la base de helicidad pueden ser expandidas en los 4-espinores
ordinarios por medio de la matr´ız U−1 que esta dada en el art´ıculo. Ni A, ni B son
unitarias, sin embargo, A†A+B†B = 11.
• Las operaciones P y C anticonmutan en este contexto, tanto a nivel cla´sico como
a nivel cua´ntico (esto es opuesto a la teor´ıa basada en los autoestados de helicidad
quiral [3]).
• Las part´ıculas y antipart´ıculas pueden ser de paridad igual u opuesta con respecto del




iαγ0Ψ′; por otra parte, se obtiene lo mismo (cambio de las propiedades)
por medio de una rotacio´n adicional UP2 .
• Las confusiones antecedentes respecto de la teor´ıa cua´ntica de campos del tipo de
Gelfand, Tsetlin y Sokolik, Nigam y Foldy, Bargmann, Wightman y Wigner (GTsS-
NF-BWW) han sido aclaradas.
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